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ADAPTACAO DO PROGRAMA SAP-IV VISANDO. A ANALISE DINAMICA DE

ESTRUTURAS COM MOVIMENTOS DE CORPO RIGIDO.

AUTOR: CARLOS ALBERTO NUNES DIAS - Mestre em Engenharia Na

val (NDPN-EPUSP)

R E 48 N O

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de um
modelo matematico, dentro da técnica dos elementos finitos,
para a andlise de vibragdes de estruturas com movimentos de

corpo rigido, pela adaptagao do programa SAP-IV.

Adicionalmente, procura relacionar os principais
aspectos que devem ser de conhecimento do analista, numa
anilise pelo emprego do programa, de modo a capacita-lo pa
ra um estudo eficiente (em termos de viabilizar tempo de
processamento e qualidade dos resultados) de um problema es

trutural dinamico.

E B B T R A £ T

This paper presents the development of a mathematical
model, using the finite element method, for the dynamical
analysis of rigid body motions structures. The program was
derived from SAP-IV and adapted to perform the above mentioned
analysis.

In addition, it is tried to point out the main detail
that the analysﬁ must know in a program analysis, so that he
will be able to perform an efficient job when solving a dynamic

structural problem.
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Simbologdia

A indicagao do célculo de determinante de matrizes

quadradas sera feita pelo acréscimo do prefixo det, quando

se fizer referéncia ao nome, -ou duas barras (cercando os
elementos), quando se fizer referéncia a matriz por  seus

elementos.

Matrizes diagonais, quando referenciadas pelos ele

mentos da diagonal, receberao em sua designagao o prefixo

diag.

Quando se fizer referéncia a matrizes ou vetores
pelos elementos, estes virao cercados por colchetes ou cha
ves, respeetivamente.

n : nGmero de graus de liberdade. Deve-se notar que a

distingdo entre graus de liberdade cinematicos e

dindmicos fica perceptivel no desenvolvimento do

texto.
t : tempo
V(t) . vetor dos deslocamentos nodais.Elementos:v; tE) ;121,2,...400
V(t) . : vetor das velocidades nodais:Elementos:V; (£),i=1,2,...,n
V(t) . vetor das aceleracdes nodais:Elementos:V; (t),i=1,2,...,n
P(t) : vetor dos esforgos externos aplicados.
M : matriz de massa.
c : matriz de amortecimento.
K : matriz de rigidez
F : matriz de flexibilidade
® . matriz dos autovetores. Elementos:¢,., i=1,n
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KA

Y (t)

> =S W™ W Ao

>)

yi(t)

A

g
matriz diagonal dos autovalorés.Elementos: escalares

i,i = 1l.n

. matriz identidade

.o

vetor dos deslocamentos, em coordenadas generalizadas.
niimero de autovalores -procurados

nimero inteiro positivo tal que, p < é <n

matriz de rigidez deslocada

constante real para deslocamento

matriz diagonal dos autovalores do problema deslocado.
autovalor, i=1,2,...

autovalor do problema deslocado, i=1,2,...

frequéncia (circular) natural, ks B

frequéncia (circular) natural do problema deslocado.
valor da constante de mola aplicada segundo o i-ésimo
grau de liberdade, i=1,2,...

j-ésimo elemento da matriz diagonal de massas discre~
tas.

grau de amortecimento modal; i-ésimo modo

frequéncia natural amortecida i-ésimo modo

carga generalizada.

frequéncia da excitagao harmdnica.

amplitude da excitagao harmdnica.

valor médio da excitagao harménica.

fase da excitagao harménica.

resposta modal i-&simo modo. Elementos do vetor Y(t).
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& Intrnoducda

Desde mil novécénibs e setenta e quatro existe,no
Departamento de Engenhari& Qawal da EPUSP, a equipe do pro
jeto NDPN~420: formada com a:tinalidade de prover recursos
técnicos, dentro da drea de unilise estrutural por elemen
tos finitoa, en prOjeto eatrutural do navio. Estabelecendo
desde o iniqio conhecimento cientifico adaptado, fundamen

talmente, &l n#cessidades e '@ realidade brasileiras.

Asaim aendo, a pgxtir daquela data tratamos da im
plantacao. de um aistema paxa analise de estruturas navais ,
tendo como ponto. de partida o conhecimento cientifico adqui
rido pela. 1mportaqao do\programa SAP (A Structural analysis
pProgram fnr static and dynamic response of linear systems),
ja em sua quarta versao, sap~xv,|6[ Desde entdo,temos ab
sorvido tais conhecimentOSAQ desenvolvidos outros de modo
que haje podenos nos considexar, em termos de capacidade de
senvolvida e implantada, em ulvel de conhecimento bastante

proximo: do que hd de melhor ngsta drea da engenharia.

Um aspecto importante a considerar em nosso traba
lho diz reapeito a adaptaqao, do que se dispunha para andli
se de estrutum .tipxcas em qngenharia civil, tendo em vis
a analise de estruturas navaip Como foi o caso do estudo -
de vibragoes de viga navio, cujos procedimentos de adapta

cao serao aqui apresentgdps.
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i1, 0 Mitodo dos elementos finitos, visando a anatise di

namica de conpos Livres
II.1 Introducao

Entendemos por andlise dindmica de corpos livres
aquela estendida a estruturas que, embora deformiveis,nao pos
suem vinculagdo externa de modo a impedir movimentos de cor

po rigido (sem deformagao) . -

Como ja& mencionado no capitulo anterior, é partir
do programa SAP-IV houve a necessidade de adaptagao a esse
tipo de andlise. Ja que, sendo nao restrita a ocorréncia de
movimentos de corpe rigido, a matriz de rigidez & singular;

situagao ﬁio aceita pelas rotinas do referido programa.

Inicialmente procuramos na literatura subsidios
qu; nos auxiliassem a reselver o problema de adaptagao. No
entanto, de moao geral encontramos apenas pequenas referén
cias ao assunto, |31,|4[, ou tratamentos matemadticos que
exigiriam grandes modificgqoes no programa,llol Assim, com
base nos conceitos‘sobrefu;aasunto abordados em |3|,|4| e
|10| procuramos estabelecer formulagdo, no cédlculo de fre
quéncias naturais e de resposta a excitagao de estruturas -
éom movimentos de cd;po rigido, que viesse de encontro as

técnicas 3j& utilizadas pelo programé.
1I.2 0 problema estrutural de autovalonres e autovetonresd

Na andlise dindmica de sistemas estruturais € ex
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tremamente importante o cbnh?éimento de seus modos e fre
quéncias n;turaié. Seja para posterior verificagao de resso
nadncia, seja para o cdlculo Qa resposta a éualquer tipo de
excitagdo. Numa andlise de frequéncias naturais por elemen
tos finitos de um sistema esérutural, o seguinte problema -

de autovaldxeéve autovetores deve ser resolvido, |2[,[3]:
(II.1) K.0=M.0.A (n graus de liberdade)

O?programa SAP-IV pode utilizar dois algoritmos na

solugao de (II.1)

- Método de Busca do Dete:miﬁante; aconselhdvel em proble
mas que regueiram pouca ¢apacidade de armazenagem de da

dos.

- Método da Itera;ao poxr Subespago, aconselhavel na solugao
de problemas maiores, onde haja a necessidade de utiliza

q§o de memorias auxiliargs, em fitas ou discos magnéticos.

Nao pretendemoﬁ'éolocar.aqui consideraq&esvprofug
das no que diz respeito as vantagens de um método sobre ou
tro. 0 método de iteraqio-pér subespago tem demonstrado ser
um dos mais eficientes algoritmos na analise de frequéncias,
onde um nﬁiqrp ;alativanente grande de modos sao requeridos.
No entanto, sua éficiénciafnio deixa de ser comparavel a do
método de pgséuiua de detein;nante, mesmo em problemas com

poucos graus de liberdade.

Para o usuario do progtama a diferenga basica do

sequndo método em relagao ao primeiro é o fato de que, pela
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aplicaqﬁd desse, ndo se pode extrair tantas frequéncias
quantos forem os graus de liberdade com massa associada,|2]|,
171.

0s algoritimos utilizados na solucdo de (II.1l) ba
seiam-se na hip&tese inicial de que a matriz de rigidez & po
sitiva definida.:Portanto, sistemas com movimentos de corpo
rigido (com frequéncias naturais iguais a zero) nao podem

ser tratados diretamente.

0 procedimento ma#n imediato para eliminar a  sin
gularidade da matriz de iig;dgz & adicionar pequenas cons
tantes de mola, segundo grauéqde'liberdade nao restritos, de
modo a impedir movimentos de corpo rigido. Analiticamente ,
essas conqﬁ;ntes de mola sao representadas por termos adi
cionais nos'elanentos da diagonal principal da matriz de
rigidez. Caso a ordem de grandeza dessas constantes de mola
seja‘pequena guando comparada com OS termos originais da
diagonal princi§a1¢ esse procedimento tem efeito provavel

mente desprezivel no resultado final do calculo, e em adi

,qao aparecera um conjunto de modos de corpo rigido (com pe

quenas defprmagoes), associados a valores de frequéncias na
turais préximas de zero. No SAP-IV a resolugdo da equagao
de autovalpres e autovetorba recali no processo de elimina
gdo de Gauas, ou no metodo generalizado de Jacobi,|2}.,6]-

De modo que qualquer sin@ularidade tendendo a zero na  posi
cao da diagonal principal pode acarretar erro na resolugao .
Fato que torna o procedimento; ora sugerido, nem sempre efi

ciente.
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Um procedimento mais eficiente baseia-se num trata
mento matematico conhecidq,como deslocamento de autovalores
("eigenvalue shift"), [3|. A diferenga fundamental deste
procedimento matemdtico, em relagao & aproximagdo fisica men
cionada no paragrafo anterior, reside no fato de que a cada
grau de liberdade (com massa associada) é adicionada uma
constante de mola com valor proporcional & massa, na posigao
correspondente da diagonal principal da matriz de rigidez. A
matriz de rigidez assim construida, obviamente, ndo sera sin
gular; mesme que a original o seja. Tal procedimento apresen
ta a vantagem de nao implicar em modificagoes na formas nor
mais de vibrar, bem como, permitir uma avaliagao perfeita do

desvio entre frequéncias naturais reais e calculadas, sem in

trodugao de erros, como veremos ho item seguinte.

II.3 Remog¢ao da singularidade da matriz de nigidez

Seja um sistema estrutural qualquer, discretizado
por elementos finitos, com matriz de massa discreta, tal que

as frequéncias naturais (w;= ¥/ 1;), sao dadas por, [3],]10]:

¢Ti.K.¢i ; ¢f.x.¢i

{T%.2) A T 7
¢;-M.0, " ¢;.dlagm.].¢;

Se a cada grau de liberdade associarmos, em corres
pondéncia, um vinculo elastico de valor ki' as frequéncias

naturais para o novo sistema, assim obtido, serao dadas por:

oy [atagledley  65Keop0; dtaglyley
e L=y o0 g}
'Cb.jl_'-M.tbi ¢'£.diag[mi] . by

(TT.3) Ai— wi
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onde, implicitamente, admitiu-se a nao mudanga das formas mo

dais ¢; que, como veremos adiante, € uma hipbtese valida.

i

Nossa intencao € a de promover uma distribuigao de
constantes elasticas (k;) de maneira a poder avaliar os des
vios de A; para ii' Pela obsérvagﬁo de (II.3),vé-se que oOs

desvios serao nulos se:

(IT.4)  ¢;.diaglk;].0; =0; i=l,...,n
A igualdade de (II.4) sera verdadeira se

k, = 0; ¥i/ i=1,2,...,n (solugao que nao nos inte

i
ressa pois nao elimina a singularidade da matriz de rigidez)

ou se os vinculos elasticos forem colocados em ndos nodais.

G

w2 wn

Figura II.l1 - Constantes de mola em
nos modais

Led |

né modal
3

Como se vé, mesmo no caso simples de uma viga  1i
vre como na figura II.l, tal solugao nao apresenta interesse
pratico quando da utilizagdo de computadores. Ja que seria
necessario o conhecimento prévio e exato das formas modais,e
distribuigao de constantes de molas distinta no calculo iso
lado de cada uma das frequéncias. Embora as posigoes dos nds
modais, em alguns casos, possém ser previamente estimadas e

as constantes eldsticas diferentes de zero possam ser redu



927

S

zidas em niimero (colocando-se uma quantidade necessaria e su
ficiente a fim de restringir movimentos de corpo rigido)e em

magnitude, sera dificil avaliar os desvios.

Admitamos, ent3o, uma constante B (real e positiva)

independente do modo de vibrar, tal que:

De (II.5) resulta que,

(II.6) diag[k;]=8.diag[m;]=8.M

isto &, a cada grau de liberdade do modelo estamos associan
do constantes eldsticas de magnitude proporcional a massa, e

de mesma natureza.

Introduzindo (II.6) em (II.3), resulta:

(I3.7) Ai = Ai + B8; 1i=1,2,...n

ou, utilizando matrizes diagonais de autovalores

(II.8) A=A+ BI ou A=A - BI
onde I é a matriz identidade de ordem n.

Portanto, para uma distribuig@o de constantes elds
ticas promovida seguﬁdo o que estabelece (11.5),6 possivel
avaliar exatamente os desvios de ii para Ai; sendo todos eles
iguais a B. Essa & a transformagao conhecida na  literatura

como "shifting", por nds traduzido como deslocamento.

Substituindo a segunda expressao de (II.8) em (II.1),

temos: i
K.0=M.9.[A - BI]
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que rearranjado da
(I1.9) [K-BM].¢ = M.o.A

Por outro lado a matriz de rigidez, apds sofrer
a transformagao proposta, & dada por K=K-8.M, talque (II.9)

reduz-se a:

-

(II.10) K.0= M.®.A

A equagdo (II.10) & inteiramente equivalente a
(I1.1), de modo que é de se esperar que O sistema,apds so
frer a transformagéo de deslocamento, tenha os mesmos auto

vetores que o sistema original, |2],]|3].

v

Uma importante observagao a ser acrescentada as
discussoes anteriores & que, em prihcipio, num programa é
nqussério, apenas, algoritmbs para calcular autovalores e
respectivos autovetores do problema K. = M.®¢.A, onde to
dos os autovalores sao maiores do que zero. Uma vez qgue

problemas com autovalores nulos podem ser transformados.

A transformacao de deslocamento possui, ainda ,
outras utilidades, tais como acelerar os cdlculos e evitar
problemas de convergéncia. De modo que, uma vez implantada
no programa, ela podé ser empregada com qualquer um dos

propositos mencionados.

I1.4 Anatise da nesposta dinamica

Na anilise da resposta dindmica & necessidrioque
se obtenha a solugdo da equagao:

(II.11) M.V (£)+C.V(t)+K.V(t) = P(t)
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onde P(t) & o vetor (conhecido) de cargas com uma variagao ar
bitraria no tempo, ou de cargas efetivas resultantes de movi
mentos de base.Especificaménte, no caso de movimento de base,

o programa SAP-IV admite que a estrutura & uniformemente sub

metida ao vetor de aceleraq6es de base Vé(t), ]6 . De modo
que (II.1ll) reduz-se & forma:
(X1.12) M.Vr(t)+C.Vr(t)+K.Vr(t)=—M.Vg(t)
onde Mok} = v(t) - Vg(t)
V. (k) = Vv(t) - Vg(t)
V.(t) = V(t) - Vg(t) sao, respectivamente,

deslocamentos ,velocidades e aceleracoes relativas, entre es

trutura e base.

0 programa pode calcular o historico de resposta re
sultante da solugao de (II.1ll) ou (II.1l2) ou, ainda, efetuar
uma anilise espectral na solugao de (II.12). A analise do his
torico de resposta pode ser executada por dois métodos: super
posigao modal ou integraga@o direta, que serao apresentados nos
itens seguintes. Tanto a andlise espectral como a andlise de
resposta por superposigdo modal implicam no calculo prévio das

frequéncias e modos naturais do sistema.

Presentemente, trataremos da solugao de (II.1ll), pa
ra a obtengdao do histdrico de resposta, visando os procedimen
tos necessarios na adaptagdo do programa a andlise de corpos
livres. Assim, embora uma andlise espectral seja altamente in
teressante no estudo de vibragoes da viga-navio preferimos re

laciona-la como sendo um de nossos trabalhos futuros.
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11.4.1 Integracao direta

0 histdrico de resposta pode ser obtido pela inte
gracdo numérica direta da equagao de movimento do  sistema
(II.11), sem transformégSes~preliminares. 0 método numérico
empregado pelo programa é o de integragao por etapas - "Wil

son - 8 Method",|2].

Uma primeira consideragao a ser efetuada diz res
peito a formulagdo da matriz de amortecimento. Aqui assume-

se o amortecimento de Rayleight:

{X¥:13) C=a, .M+ a,.K

onde a_ e a; s3o fatores arbitrarios de proporcionalidade ,

que podem ser obtidos a partir de graus de amortecimento co

nhecidos.

Essa forma de introduzir o amortecimento justifi
ca-se pelo fato de facilitar o desenvolvimento da analise
em termos de utilizagdo do computador, uma vez que nao sao
necessarios espagos de memdria para armazenar a matriz de

amortecimento.

A andlise da resposta dinamica de corpos livres ,
por integracgao direta de (II.ll), pode ser efetuada sem que
ocorram problemas de natureza numérica pelo fato de a ma
triz de rigidez ser singular. No entanto, nesse caso, uma
parcela dos deslocamentos obtidos sera correspondente aos
movimentos de corpo rigido. De modo que, dependendo da na
tureza da excitagdo, o histdrico de resposta em deslocamen

tos nao apresentara interesse pratico.
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0 histdrico de deslocamentos (ou histdrico de res-
posta em deslocamentos) da estrutura pode ser considerado co
mo medida basica de sua résposta ao carregamento dinamico.Em
geral outros parametros de resposta, como tensoes ou esfor
cos internos desenvolvidos em varios componentes estruturais,
podem ser avaliados diretamente dos deslocamentos. Os deslo
camentos de corpo rigido nao tem influéncia no calculo de

tensdes (pois nao estao associados a deformagoes) .

Se considerarmos que o cdlculo das frequéncias na
turais de corpos livres realiza-se eficientemente pelé apli
cagdao do método exposto em IT.2 e II.3 e que, numa analise
de resposta por superposicao modal a partir dessas frequén-
cias, & possivel eliminar do processo qualquer influéncia dos
movimentos de corpo rigido na histdrico de deslocamentos, en
tio, estabelece -se uma das vantagens do método de superposi

cao modal.

Sem que sejam tecidas consideragoes aprioristicas
sobre vantagens de um método sobre outro, dedicar-no-emos a
exposicdo do método de superposigao modal, com as adaptacoes
julgadas necessarias visando analise de resposta de corpos

livres.

If.8.2 Desacoplamento da equagao difenencial matricial

Sumario do metodo de superposigao modal

A idéia basica do método de superposigao modal re
side no aproveitamento das propriedades de ortogonalidade ',
dos modos normais em relagdo as matrizes de massa e rigidez

do sistema, a fim de promover O desacoplamento de (EI.11).
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Admite-se que a resposta estrutural pode ser des

crita adequadamente pelos modos normais normalizados,corres-
pondentes ds p mais baixas frequéncias naturais,através da

transformagao para coordenadas normais dada por:

(I1.14) V(t) = 0.Y(t)

A transformagao para as coordenadas normais, que
serve para mudar o conjunto de n equagoes acopladas num con
junto de n equagoes desacopladas, € a base do método de su
perposigao modal na anadlise dindmica. O método pode ser usa
do para avaliar a resposta dinamica de qualquer estrutura ,
com comportamento linear, e para a qual os deslocamentos no
dais foram expressos em termos de uﬁ conjunto de n coordena-
das discretas, e onde o amortecimento bode ser expresso por

porcentagens (ou graus) de amortecimento modais. A forma fi

nal das equagaes, em coordenadas normais, desacopladas é:

(I1.15) y; (£)42.E .w;.y; (E)+d.y, (£)=07.P(); i=1,2,...,p

No caso particular da analise da resposta dinamica
de corpos livres o método apresenta particular importancia ,
pois & possivel, sem grande esforgo computacional, eliminar

as contribuigoes indesejaveis de modos de corpo rigido.

Suponhamos que no sistema discretizado as r fre
guéncias mais baixas correspondam a modos que nao implicamem
deformagoes (modos de corpo rigido), com 1 < r < 6, (um corpo
livre deve ter no minimo um movimento de corpo rigido e tera

no maximo seis), entao,
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w 17 =
(31.16) Ay = 0; i=1,2,,..,r

0 método, visando a anilise de resposta de corpos
livres pelo SAP-IV MODIFICADO, consiste nas seguintes eta-

pas:

(1) Analise das frequéncias e modos normais, para o sistema
em vibragdes livres naa amortecidas. Como resultados
serao obtidas as p mais baixas frequéncias naturais (in
cluindo as r frequéncias nulas) e respectivos modos nor
mais, ortonormalizados em relagéo a matriz de massa (is

-

to &, ¢; - M. 4y = 17;]2[,]7).

(2) Calculo dos carregamentos generalizados pi(t)

(3, 17) 5 p, (k) ™ ¢$ . P(t); i=r+l, r+2,...,p

Para i < r, esse calculo, embora possa ser efetuado,nao
apresenta interesse. Obviamente, a analise s6 tem rele

vancia para p > r.

(3) Calculo das respostas modais y; (£)
2 — .
(I1.18) yi(t) + zgi.wi.yi(t)+wi.yi(t) = pi(t).

i .=r4l, ¥+2,,...,P

A solugdo de cada uma das equagoes de (II.18) & equiva
‘lente a solugao de um sistema de um grau de liberdade ,
podendo ser obtida por um processo qualquer. Computacio
nalmente dois processos de solugao apresentam interesse;
integragao por etapas (originalmente adotado no progra
ma,|2|) e integral de Duhamel (usado como subsidio para

a implantagao de novo método de integragao,|1l]).
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(4) Resposta em deslocamentos. Quando a resposta modal, para
cada modo, yi(t) foi obtida na solugdo de (II.18),0s des
locamentos serdo dados pela transformagao de coordenédas

normais (II.14):

L

(II.19) V(t) = E ¢;-¥; (t)
i=r :

onde as contribuigdes dos modos correspondentes a movimen
tos de corpo rigido sao eliminadas. Deve ser notado que,
para maior parte dos carregamentos da pratica, as contri
buigoes de modos de ordem superior tem pouca importancia,
de modo que p nao precisa, necessariamente, ser alto. In
da porque a idealizaqéo de um sistema estrutural comple
xo tende a representar os modos de ordem superior com

pouca precisao.

(5) Forgas eldsticas da resposta. O histdrico de deslocamen
to da estrutura pode ser considerado a medida basica de
sua resposta ao carregamento dinamico. Adicionalmente, a
partir do histérico de resposta em deslocamento pode ser
avaliado o histdrico de resposta em tensodes, com' calcu
lo, intermediario, das forgas elasticas que resistem a

deformagao da estrutura.

(IT.20) FR(t) = K.V(t)

sendo V(t) dado por (II.19), e K a matriz de rigidez
do sistema com movimentos de corpo rigido. Portanto, sen
do K a matriz montada pelo programa, & necessario que a

aplicagao de (II.20) seja feita na forma de (1I1.21),

(II.21) FR(t) = (K-8M).V(t)
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Deve ser notado que, para o cdlculo das forgas elas-
ticas resistentes,é irrelevante a consideracgao das contribui -
¢oes dos modos de corpo rigido na composigao de V(t), uma vez
que estes nao estdo associados a deformagoes. No entanto,& com
putacionalmente'mais interessante a aplicagao de (II.21l), onde

sdo eliminadas tais contribuigoes.

I11.4.3 Integnal de Duhamel. Resposta a excitagdo hammorica

A integragdo por etapas no método de superposigao mo
dal, como exposto em |2| e |11|, presta-se, fundamentalmente,
3 anilise de resposta para um carregamento dindmico  genérico
(de qualquer natureza: impulsivo, harmdénico, periodico, nao
periodico). No entanto, como cada uma das equagoes do movimen
to em coordenadas generalizadas, (II.18), & equivalente a equa
cdo de movimento de um sistema de um grau de liberdade, a solu
cao pode ser obtida por qualquer método aplicdvel a tal siste-

ma.

Um método alternativo, para sistemas subcriticamente
amortecidos (0§£l<l) e para condigoes iniciais nulas,pode ser
obtido pela solucdo da integral de Duhamel,|1|,]|3],[9], em

cada modo,

(I1.22) y,(t) = i / p; (1) .e sen|w, (t-7) |dT
io o

que & uma integral de convolugdo, paramétrica na variavel tem

po, t. E onde

(I1.23) w
Dy

(I1.24) piﬁ)

wy .V 1—5; (frequéncia natural amortecida)

¢ -P(x)  (vep.(IL.17)



- 20 =
sendo os modos normais (¢j) ortonormalizados em relagao a ma

triz de massa do sistema (M).

Para um carregamento dindmico genérico a  solugao
da integral de convolugdo (II.22) deve ser obtida numerica
mente num algoritmo de eficiéncia inteiramente equivalente a
da integragao por etapas,|3|; de sorte que nao se justifica
o desenvolvimeﬁto do mesmo. No entanto, no caso especial de
carregamentos harmdnicos, um algoritmo bem mais eficiente po
de ser desenvolvido, o gue, para anadlise de sistemas onde
grande parte das excitagdes de importéncia sdao harmdnicas(co

mo no navio), & vantajoso.

Apresentaremos neste item um método de solugao pa
ra as equagoes (II.1l8), no caso de excitagao harmdnica, por

ndés implantado no programa SAP-IV.

Consideremos o caso simplificado de um inico esfor
go nodal variando harmonicamente, de modo que o vetor de car

gas €& dado por:

(I1.25) P(t) = P|a sen(wt+§) + b

a.send

en/w

Fig.II.2-Lei de variagdo para o esforgo harmdnico



onde

g]
1

o
1

s

frequéncia do esforgo de excitagao

amplitude do esforgo de excitagao

- valor médio do esforgo de excitagao

vetor (n x 1) com todos os elementos nulos, ex
ceto o elemento unitdrio correspondente ao grau
de liberdade segundo o0 qual estd sendo aplica

da a excitagao.

Ent3o, a carga generalizada (II.24) pela aplicagao

-

de (II.25) e dada por,

(I1.26)

onde

(13.27)

p; (1) = dlla.sen(WT+6)+b|

- 7B
dy = ¢;.P

Introduzindo (II.26) em (II.22), apds algumas trans

formagées algébricas, chegamos a,

. b
- (11.28) y(t) =d1{; + 2.(dq-3en Wit + dyg.008 Wy ) +

(I1.29)

(I1.30)

927

y(t)

Y (t)

“D
+ e'EWt.(d23.sen wpt + dyy.c08 wbt)}

x a
= 4, { ;D-(dﬂ.sen wot + dyg.cos wyt) +

-Ewt
+ e """, (d4).8en Wyt + d3y.c08 wyt) }

a
dlf{ag.(d29.sen wpt + dyg.c08 wWyt) +

+

N
e (d54-5en Wyt + dg,.008 Wy t) }
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onde os indices i foram omitidos a fim de evitar superposi-

cao de simbolos.

Os coeficientes d19' d20' d27, d28' d29' d30, depen
dentes do tempo; d23, d24, d31’ d32, d33 e d34, nao dependen

do do tempo, encontram-se definidos na tabela II.1l.

Assim, a terceira etapa do método de superposigao -
modal, sumarizado em II.4.2, & efetuada, para excitagao harmdé
nica conforme aqui admitida e condigdes iniciais nulas,como a

. seguir:

(3) Calculo das respostas modais; i=r+l, r+2,...,p
(3.1) - Calculo da amplitude do esforgo generalizado (d;)

/ por (I1.27).

(3.2) - Calculo da frequéncia natural amortecida (wp; Ypor
(I1.23)
(3.3) - Calculo dos coeficientes de integragao que nao de

pendem do tempo, vide tabela II.1

(3.4) - Para cada instante t=j.At (j=0,1,2,...J3), com J e
At fornecido pelo usudrio. Cdlculo dos coeficien
tes de integracao que dependem do tempo (tabela II.1)
e do deslocamento, velocidade e aceleragao médais

por (II.28),(II.29) e (II.30), respectivamente.

Finalizando é importante acrescentar que:

i - o método & numericamente preciso, sem apresen
tar os problemas de precisao computacional de

uma integragao por etapas, |[2]|,|11l]. Aqui o
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intervalo de tempo At ndo tem influéncia  alguma
na precisao da resposta, ao contrdrio do que ocor

re na integragao por etapas.

como estamos tratando da andlise de sistemas es
truturais com coﬁportamento'linear vale o princi
pio da superposicao. De modo que a limitagao ini
cialmente imposta (um Gnico esforgo nodal harmoni
co) pode ser facilmente contornada, no caso de
varias excitagoes harmdnicas com diferentes para
metros (frequéncias, amplitudes, etc.), por super

posigdo de efeitos.

% 4 o Teste de congiabilidade para o programa modificado

Para que as modificag¢des introduzidas no  programa

SAP-IV, e apresentadas no capitulo II, fossem verificadas (an

tes da analise num problema real) analisaremos um caso sim

ples de solugao analitica conhecida.

Consideremos a barra da figura III.l1 sob as seguin

tes hipoOteses:

i.
ii,
iii.

iv.

barra de secgao constante e perfeitamente reta.
distribuigao uniforme de massa.

amortecimento estrutural do tipo viscoso.
considerar-se-3, apenas, deformagdes por compressao
tragao.

sem vinculagao (corpo livre]).



= i

Y
- EA,m
F(t) . ' ' X
]
|

FIGURA III.l - Analise de vibragoes de uma barra

livre.

sendo, .F(t) 10.sen(80.m.t) - excitagao

EA - rigidez 3 compressao-tragao Gyv£,08®dﬁ4 ton)
m - densidade linear de massa (m=20,4 ton.sz/m?')
- distancia entre extremos (2 =6 m)
7.1 Solucoes analitica e manual

Como resultados da solugdo analitica |9| (conside-
rando distribuigao continua de massa e rigidez) temos: modos
e frequéncias naturais néo'amorteCidos (tabela III.l);respos
ta em deslocamento da secgdo de abscissa x=4m, sob a agao
de F(t), obtida por superposigao modal com a inclusao,apenas,
do segundo modo (primeiro com deformagao) subcriticamente -

amortecido (£2=0,2), Figura III.2,

Para a barra da Figura III.l, discretizada como in
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dica a Figura III.3, fizemos © célcﬁlo manual, na analise di
namica, através do emprego das técnicas apresentadas no capi
tulo II.‘Com resultados iﬁdicados em: Tabela III.2 - modos e
frequéncias naturais nao amortecidos; Figura III-2 - respos
ta em deslocamento do nd de abscissa x=4, com a inclusao,ape

nas, do segundo modo subcriticamente amortecido (€2=0,20).

massas concentradas apenas
sobre os nos; M= L‘s-l

Figura III.3 - Barra livre discretizada

Na figura III.2 observa-se que as diferengas entre
a solugdo analitica e a solugdo apresentada no paragrafo an
terior, se consideradas razoes de ordem pratica, nao compro
metem a viabilidade de emprego do método proposto, sendo per
feitamente aceitaveis. No entanto, a resposta total do sis
tema deve ser obtida pela inclusdo de um maior nimero de mo
dos (respostas modais). Nesse aspecto o modelo de 4 massas
nao fornecera uma boa aproximagdo, j& que frequéncias de or
dem superior a dois sdo aproximagoes precarias para as fre
quéncias naturais do sistema (vide tabela III.3), além de nao

se poder incluir modos de ordem superior a 4.

No caso particular estudado neste capitulo, as di

ferengas entre respostas obtidas analiticamente e pelo méto
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do apresentado em II.4.3 sao decorrentes, unicamente, do érro
cometido na avaliagdo de frequéncias naturais. Assim, uma vez
que apenas o transiente depende das frequéncias natu;ais, se
ria esperada a ocorrénciabde erros de aproximagao apenas en
quanto este fosse parcela siénificativa no computo da respos
ta. No entanto, como observa-se na Figura III.2, o érro per
siste mesmo apdos ter desaparecido o transiente. Justifica -se
tal fato ja que, na formulagao do método apresentado em II.4.3,
a parcela da resposta correspondente ao regime permanente de
pende apenas indiretamente da frequéncia de excitagao; sendo
calculada via frequéncia natural. De modo que Os mesmos €rros

estender-se-ao até o regime permanente.

Embora, pelo motivo exposto no paragrafo anterior,

()

possamos estabelecer uma limitagao do método, o seu emprego

plenamente aceitdvel. Uma vez que numa analise, em primeiro
lugar, deve-se minimizar os erros cometidos no calculo das
aproximacoes das frequéncias naturais, discretizando o siste
ma original de modo adequado. Como consequéncia disso a apro
ximagdo obtida para a resposta serd, na pratica, plenamente sa

tisfatdoria (vide figura III.4).

I1X.2 Comparagao de nesultados

Submetemos a andlise pelo programa SAP-IV MODIFICA
DO o sistema da Figura III.l, segundo as seguintes discreti
zagoes:

1. Modelo da Figura IIT.3 (4 massas).

2. Modelo com treze massas (concentradas) equiespa
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cadas, com mesmo lei de formagao do modelo da Fi
gura III.3 (13-massas].

3. Modelo com vinte e cinco massas (concentradas)
equiespagadas,; com mesma lei de formagao do mo

delo da Figura III.3 (25-massas).

Na Tabela III.3 apresentamos os resultados obtidos
no calculo das aproximagdes para as frequéncias naturais. E
importante notar que os é&rros relativos (em relagao a solugdo
analitica) sao sempre negativos de modo que obtivemos, sempre,
aproximacoes inferiores para os valores do sistema nao discre
tizado. De modo geral, numa andlise por elementos finitos, ob
tem-se limites superiores para as frequéncias do sistema dis
cretizado e, dependendo da discretizagdo efetuada, obtem-se a
proximagoes superiores ou inferiores para as frequéncias do
sisteﬁa original (nao discretizado). Deve-se notar, também ,
que os resultados obtidos pelo programa, no modelo de 4 mas
sas, foram exatamente iguais aos da solugao manual (frequég
cias e modos), fato que atesta o acérto dos comandos introdu

zidos no programa.

Os mesmos modelos foram submetidos & excitagao har
monica, empregada no item anterior, e analisados pelo progra
ma. Na Figura III.4 mostramos os resultados obtidos ( quando
considerada apenas a influéncia do segundo modo na resposta )
sendo que as solugoes para o modelo 4-massas, manual e pelo
programa, sao exatamente as mesmas. Enquanto as solugdes para
os modelos l3-massas e 25-massas coincidem, tendo em vista a

precisdo do grdfico. Se, como ja& mencionado em paragrafo pre
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cedente, a resposta do modelo 4-massas pode ser considerada sa
tisfatdria, para o modelo 13-massas (e 25-massas]l, dentro da
precisao do grafico, pode ser considerada exata,por coincidir
com a solug@o analitica. Porém, uma melhor aproximagao para a
‘resposta do sistema pode ser‘obtida pela inclusao, na superpo

sigao modal, de modos de ordem superior a dois.

A Figura III.5 apresenta as respostas dos modelos ,
sendo que agora estdo incluidas as influéncias de modos supe-
riores (respeitada a limitagao de incluir respostas modais pa
ra as quais frequéncias e modos foram calculados com precisao

pré-estabelecida).

Finalizando, é importante que se faga uma analise com
parativa dos tempos de processamento envolvidos. Verificou -se
que é a etapa de extragao de autovalores a responsavel pelo -
maior.éonsumo de tempo. De modo que se torna irrelevante o tem
po consumido no calculo especifico da resposta quando o nimero
de graus de liberdade &, comparativamente, elevado. Ja observa
mos em paragrafo anterior que, tendo em vista a precisao obti
da na analise do problema, os modelos de 13 e 25 massas sao
inteiramente equivalentes, assim, conclui-se que o grau de re
finamento para o sistema discretizado deve ser estabelecido de
modo a compatibilizar precisao necessaria para a resposta e
custos de processamento. Portanto, no presente caso, O modelo

de 13 massas supera os demais.

As conclusdes ora apresentadas podem ser iteis numa
anidlise de outros sistemas e devem ser consideradas, principal

mente, no caso em que se tenha um grande nimero de graus de
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liberdade. Ou seja, na preparagéo do modelo & necessario, tam

bém, que se considere o aspecto computacional de modo a nao
tornar inviavel, em termos de custos e capacidade do computa-

dor, a analise do modelo pelo emprego do programa.
Iv. Comentarios gerais e necomendagoes para trabalhos futuros

Com o intuito de relacionar os topicos abordados no
presente trabalho, que requerem comentarios ou necessitam estu
dos adicionais, dividimos a apresentacao deste capitulo nos

itens que se seguem.

IV.1 Quapto ao estado da arnte.

0 estudo racional de um detérminado problema dinami
co recai,na maioria das vézes, em problemas matematicos de di
ficil solugdo. Como consequéncia, as hipdteses empregadas no
estabelecimento do modelo fisico adicionam—se hipoteses neces-
sarias na solugao matematica; por esta razao sd0 alguns casos
simples possuem solugao analitica que represente,com razoavel
fidedignidade, o comportaménto vibratorio do sistema. Como e-
xemplo pode-se citar o caso de obtencao de solugcao analitica
para a vibragdo da viga navio considerando-se Os aspectos de
importancia (tais como: rigidez varidvel ao longo do vao),pois,
embora seja possivel estabelecer a equagao diferencial repre
sentativa do fendmeno, esta ndo sera passivel de solugao se hi
poteses adicionais nao forem formuladas e mesmo assim,somente

através de um processo numérico chegar-se-a a algum resultado.
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Do exposto no paragrafo anterior depreende-se a im
portancia da analise matric?al por elementos finitos que, par
tindo da discretizaqéo inicial do sistema, pode fornecer solu
¢Oes satisfatdrias tanto nos casos onde seria possivel encon
trar solugao analitica aproximada, como nos que, por sua com

plexibilidade, nao tem solugao analitica; ampliando, desse mo

do, a gama de problemas dinamicos que podem ser resolvidos.

No estado atual da arte, especificamente dentrc do
campo de analise de vibragoes em navios, existem muitas per
guntas em aberto consumindo o esforgo de muitos centros de
pesquisa na précura de suas respostas. Nao se atingiu, ainda,
O ponto desejado de poder prever e evitar vibragoes indeseja-
veis ja na fase de projeto, tal que grande trabalho & dispen
dido na cura de vibragdes indesejdveis com o navio jd em ope

ragao.

Nao & necessario nossa referéncia pessoal para re
forgar a importdncia crescente do método dos elementos fini-
tos. Para isto basta verificar sua larga aceitagao é emprego
em todo o mundo. Apesar de exigir material técnico sofisti
cado (computadores de grande porte, sistemas graficos, espe
cialistas, etc), com consequente custo elevado, justifica -se
plenamente o seu emprego tendo em vista que qualquer outro
processo utilizado na solugdo de determinado problema dindmi
€O, razoavelmente complexo, envolverid recurso econdmico, no
minimo, igualmente elevado. Deve-se, porém, considerar os se

guintes aspectros quanto ao emprego do método:

(1) € uma ferramenta sofisticada que deve ser operada
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por um especialista com o maximo de conhecimento
possivel a respeito das limitagéeé que tera de en
frentar, de modo a poder utilizéd-la com eficien
cia. A tendéncia inicial de um analista nao fami-
liarizado com o método & de promover uma discreti
zagdao com grau de refinamento muitas vezes maior
do que o necessirio para a obtengao de resultados
satisfatdérios. Com esse procedimento estard ele ,
certamente, estabelecendo condigoes para uma boa
andlise em termos de resultados numéricos, porém ,
tera grande probabilidade de esbarrar em problemas
econdmicos (custo do processamento)e de capacidade
do computador,que podem vir a impedir o andamento
da referida andlise. Um exemplo, que ilustra o co
mentario, pode ser observado na andlise da barra -
QO capitulo IIT deste trabalho, onde percebe-se a
nao necessidade de um refinamento superior ao do
modelo de l3-massas, pois o modelo de 25-massas ,
apesar de custar 50% mais caro (em termos de tempo
de processamento), ndo forneceu uma melhora sensi
vel na gualidade dos resultados (vide Figura IIIL.5).

a existéncia do método nao reduz a importancia da
andlise experimental,uma vez que esta Gltima conti
nuard sendo Gtil na avaliag@o dos efeitos das hipd
teses introduzidas no modelo fisico.E extremamente
importante que se possa dispor do estudo experimen
tal de modo a promover a calibragem dos modelos de
anidlise; pois as discrepancias entre resultados,de.
um e de outro, fornecem subsidios para a orientagao
de linhas de pesquisa que visem estabelecer requi
sitos de minimizagdo dos efeitos indesejaveis de
correntes das hipSteses assumidas, bem como da dis

cretizagao do sistema.
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IV.2 Quanto a capacidade atual do programa.

pispomos atualmente de um sistema de andlise apto
ao calculo das respostas dindmicas de sistemas discretizados
sob a agdo de excitagoes deterministicas. Adicionalmente, ©
poﬁencial existente permite que Se visualize alguns trabalhos

futuros:

(1) no calculo da resposta por superposigéo modal a
maior parcela do custo deve-se ao tempo gasto na
extragéo de autovalores. Se, a priori, sao conhe-
cidas formas modais aproximadas, © nimero de itera
goes do método, até a convergéncia, pode ser subs
tancialmente reduzido com consequente redugao  no
tempo de processamento. Por outro lado, no calculo
especifico da resposta (se ja nao conhecidos os mo
dos e frequéncias naturais) o tempo de processamen
to consumido & irrelevante quando comparado ao tem
po gasto no cialculo de autovalores e respectivo au
tovetores. Assim, OS custos da anadlise podem ser
substancialmente reduzidos caso se disponha de um
sistema operacional capaz de armazenar resultados
de execugbes anteriores do programa. Utilizando-os
em novas execugées quer'seja no recalculo de modos
e frequéncias naturais (no caso de se alterar a
discretizagdao ou algumas propriedades da estrutura
querseja no calculo de respostas adicionais que -
completem os resultados anteriormente obtidos.

(2) a natureza de determinados esforgos de excitagao
jndica que a analise vibratéria do sistema sera
mais eficiente se for encaminhada considerando ©
carater aleatdrio (nao deterministico) desses meg
mos esforgos (caso da analise de vibragoes decor -
rentes do movimento do navio em mar irregular). En

tao, & interessante que se€ disponha de um sistema



G

927

« 38w

de programas visando a analise expectral no estudo
de vibragoes aleatdrias. Com tal finalidade dois
programas devem 6ompor o sistema de analise: o pri
meiro que se encarregaria da determinagao das pro
priedades dos espectros de solicitagao e dos esfor
¢os internos na estrutura devido aos movimentos de
corpo rigido; o segundo que, a partir do referido
espectro de solicitagao, determine os esforgos in
ternos devidos as deformagoes, compondo os resulta
dos com os anteriores e tendo como saida o espec
tro de resposta. Atualmente o N.D.P.N. (Nicleo de
Desenvolvimento e Pesquisa do Navio) dispoe de po-
tencial que permite a implantacao desse sistema -
através dos programas, ja& implantados, SEAKEEPING

e SAP-IV MODIFICADO (NAVSAP).
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TABELA (1.1 - Coeficientes de lntegraqic; no

caso de excitagdo harmdnica

Coeficientes que ndo ‘de'p;néém do tempo

d, W+ oy
d, w - W
condigbes de ressondncia e amortecimento
sem ressonancia (d,#0) ¥ com ressonancia(dy=0)
sem amor tecimento{£=0) com amortecimento(££0) [com amortecimento(£40)
d, 0 Ew/d, Ew/d,
! dg 0 Ew/d, - 0
d, 1/(2.d,) 1/(2.d, (&, +1)) 1/(2.d, (dh+ 1))
d, 17(2.d,) 17(2.d,(d5 + 1)) 0
d. ﬂ ‘h od. db . dﬁ
4 0 ds.d, 0
a 0 0 1/ (28w)
4, E/i-g
dy)l ds send + dgcosd
d, d,sen§ + dycosd
d, 4 ds sen§ - dgcosé
L dysen§ - d,cosd
d;% <(dyy+ dy)
dye dz = dn .
dy) d;; - a.send
4o d,s +a.cosé :
2
d . ” =b/w’ .y + a/wy.dy;
k. ~b/w'+ a/wy.da
d’1 ~gw.day = Wy dp
d“ ~Ew.da, + Wy 923
dn -&'d!l - HD da
” -Ew.du-o- wp d“
=
Coeficientes que dependem do tempo
d, d,, sen d, t + d, cos d,t
;u dn send,t + d, cos d,t
d" -d,, sen dt + du cos d, t
E“ 4 -d,  sen d‘t +d, cos d, t
dli dll > dlz
d dy - 9
dye d  +asen$
a0 d“ - 1.cosd
das d, d,+ d, d;,
9 =dd,,+ d, d;,
a4 dys = ¥p 92
d‘_. d“+ "o d“
2 = 2 -
d2e -ldy 9yt dydy * "‘u("n" dys)l
2— 2=
" =|dydyy = dydy, mwilds * 9y )
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Tabela I111.1 Frequéncias e modos naturais para a barra da Figura
11,1 . Solugdo analitica

i= 1 iz i3 4 5
wi2 | (rad/s?) 0 41,699,079 |166.796,31 |375.291,71 | 667.185,26
wi (rad/s) 0 204,20 408,41 612,61 816,81

X=2 |0,6455 |+ 0,4564 0,4564 - 0,9129 0,4564
x =4 |0,6455 0,4564 - 0,4564 +0,9129 |- 0,4564

x=0 [0,6455 |+ 0,9129 [+ 0,9129 +0,9129 |+ 0,9129
L,(X)

x =6 |0,6455 0,9129 |+ 0,9129

0,9129 |+ 0,9129

TABELA 1I11.2 -~ Frcquim:i.u e modos naturais para a
barra da Figura I!1.1, discretizada
como indica a Figura 111.3 (4-Massas).
Técnica dos elementos finitos.

Hodo i 2 3 4
A; [(radss®) o  |38,025,000| 114.075,00{i52.100,00
1 v, ltragzs) 0 195,00 337,75| 390,00

x=0 0,6455 + 0,9129 + 0,9129 | + 0,6455
x=2 0,6455 + 0,456k - 0,4564 | - 0,6455

~ x= L | 0,6455 0,4564 | - 0,4564 | + 0,6455
x=6 | 0,645 | -0,9129 | + 0,9129 | - 0,6455

r s ey N: o wee: | S\aeeDes

TABELA 111.3 = COHPARAGAO DE RESULTADOS =~ FREQUENCIAS NATURAIS

L B .
erro (%) = —.;—-ﬁ'—’"—“ « 1008 (2s)
Tanalftica
soLugko 1 2 3 L] 5 6 ? 8 9 10 1" 12
valor
(rad/s)| 8,00 |204,20 | 408,41} 612,61{816,81 1021,0 | 1225,2[1429,4 | 1633,6/1837.8 | 2042,0 2246,2
Analfcica Atro :
® 1 R B o B et B B e
valor
nanuel (428 adss)f 0,00 lss.uhm.rs soo0f - | - | - | - | - -]-]-
2 erro
Aomassas R 0,00 [0 Foosef-sea - | - | - -l -l -1-1-
wa)| valor P 5 03 A 5 - . - -
programa ( )‘"‘h) 0,00 {195,00337,75 | 390,00 :
4 - massas ?;;"’ 0,00 |-4,51 [-17,30 [ -36,34 - " * = e SR T o
valor : ; Y I I R R )
Prograns  licadss)f 0,00 (203,62 fuas, 26 | 597,00/ 780, 00 foug, 67 1103,2 [1237,7 [1350,9 | 1446,4 | 1507, 1560,1
13 - massas [O00 10,00 |-0,28 | -1,14]-2,85 |-k,51 | -6,99 - 9,96/-13,41 | ~17,31| 21,30 |-26,20 | -30,55
:'“’""' (radgnf 9,09 | 204,05 ]u07,24 | 608,68 807,52 [1002,8 1194,0/1380,0 | 1560,0] 1733,4 [1899,3 pos7,2
P 7 maseas |00 Lo,00 | -0,07| -0,29 0,68 |1, | 0,27 | 2,85 | 3,46 | b1 | -5.68] -6.99 | -8.01

(*) No nito!o de iteragdo por subespaco apenas (**) 0s erros foram calculados em relagdo ao sls'tm nao dis
p frequéncias (pemax{n/2 ; n-B} podem ser - . T
i P Cretizado, solugao analltica exata, ftem Fii.1|.
calculadas com precisdo pré~especificada. 1
(**%) " Mesmos resultados
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FiG. .2 - SOLUCRO ANAL{TICA- BARRA DA FIG. M.
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